Angles orienteés
Trigonométrie

l. Préliminaires

1. Le radian

Définition

AB=R

Soit C un cercle de centi®. Dire que I'angle géométriquAOB a pour mesure 1 radian
signifie que la longueur du petit akB est égal au rayoR du cercle.

De méme, la longueur d’un arc de cercle de rd&yehdont I'angle au centre a pour mesure
a radians eseR.

AB=aR

a radians

N\
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Correspondance entre mesures en degré et en radian

Degré 0 30 45 60 90 180 X
Radian 0 P P p p P a
6 4 3 2
Pour convertir les 2 unités de mesure d’angle,tdiseila formulel80a =p x, soita :ﬁ)x

aveca mesure en radian et mesure en degré.

2. Orientations d’'un cercle

Sens direct

Sens indirect

3. Cercle trigonométrique

Un cercle trigopnométrique est de rayon 1 et esindéi positivement dans le sens direct.
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ll. Angles orientés

1. Angle orienté de deux vecteurs unitaires

Soientu et vdeux vecteurs unitaires. Le coupélﬂz v) de ces 2 vecteurs définit un angle

orienté. On aﬂu” =let M =1

A ce couple de vecteurs, nous pouvons associercuorignté AB .

2. Angle orienté de deux vecteurs non nuls

Soientu, et v, deux vecteurs non nuls. On natele vecteur unitaire colinéairewg et de
méme sens que, et on notev le vecteur unitaire colinéaire\get de méme sens queg.

L’'angle (ul,vl)est par définition égal a I’ang(ej,v) .

3. Mesure principale en radian d’'un angle orienté

Soientu et vdeux vecteurs unitaires. SoiévtetP les points du cercle trigopnométrique de
centreO tels queOM =u et OP = v.

On notea la mesure en radian de I'ang\éOP.

La mesure principale de I'angle orienté des vest(eul,rv) est le réela appartenant a

lintervalle ]-p;+ p] tel que|a| =aet dont le signe est défini de la maniere suivante
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a=p
M LA M
\Y; u
Si le sens d& versP Si le sens d& versP Si 'angle MOP est plat
sur le petitardViP est le ; | sur le petit ardIP estle . | alorsa =p
sens direct, alora =a sens indirect, alors
a=-a

Exemple :

ABC est un triangle équilatéral direct

c (AB; AQ) =2
B P
(BABO=-%
cacp=£
A B 3

Si les vecteurs ne sont pas unitairesLa mesure principale d’'un angle orienté de deux
vecteurs non nulg, et v, est la mesure principale de I'angle oriefmév) avec u etv qui

sont les vecteurs unitaires colinéaires respeceverauy, et v, et de méme sens que ces
vecteurs.
(1) =(u

u U,

A 4
v
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4. Mesures principales d’angles sur le cercle trigmmétrique

P
2

WD
SN

oI

i
3

En rouge : mesure principale

En vert : la plus petite mesure positive

Remarque importante :

Si g est une mesure (en radians) d’'un angle de vec(euv%;, toutes les autres mesures de ce¢

angle sont de la forme :

Parmi toutes ces mesures, une seule appartidntéI\Valle]-p;p] , c’est la mesure principale.

g+k.2p aveckl
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Explication : 2p représente une rotation compléte sur le cerclan sajoute2p a une
mesure d’angle, on retrouve donc la méme mesure.

Exemples :

Donner toutes les mesures des angles dont la mgsnogale esta , puis donner la plus
petite mesure positive :

a=-P
6
Toutes les mesures de cet angle sont la forre - %’0+ k.20 aveckl
- 50 "o+t 1p_ b
Sik=1, x=-—+2p=——=—"*—
% 6 2P 6 6
. 50 -50+ 24p 1P
Sik=2, x,=-—+2.20= =
% 6 » 6 6

La plus petite mesure positive de I’angleggt.

a=--"-
4

Toutes les mesures de cet angle sont la forre - 37’0+ k.2p aveckl
Si k:l’ )(].:_3_p+ ZP:M:E
4 4
_— 3 _ -3+l 1P
Sik=2, x,=-—+22p= =
% 4 P 4 4

La plus petite mesure positive de I'angle %g{

5. Propriétés des angles orientés

Colinéarité et orthogonalité :

0 Si u etv sont colinéaires et de méme sens :

u
(u,v):0+ k20 aveckl y
0 Si u etv sont colinéaires et de sens contraires y
(u,v):p+k2p aveckl E y
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o Si u etv sont orthogonaux U
(u,v) :%+ k2o aveckl Vv
D -

ou (u,v):-5+ k2o aveckl

Egalité entre deux angles :

Deux angles de vecteu(e,v) =qget (u¢v)t=q sont égaux si g¢=g+k.2p aveckl

Exemple :(u,v) =- 2?’0 et (u¢v)§z% . Ces deux angles sont-ils égaux ?

@:-£+ 4[0:M
3 3 3

Les deux angles sont égaux.

Relation de Chasles :

La relation de Chasles pour les angles de vecseudgfinit ainsi :

(g =[

Exemple :

Soient 3 vecteurs, v et w non nuls et tels qu(su,v) :%0 et (v, w) :4?’0

Démontrer que les vecteusset w sont orthogonaux.

Solution :

D’apreés la relation de Chasles, on sait q(le, w) =(u, v) +( v, V\)

., 4 Tt 1 _®

Donc (u,w) :? 3 5 5 2
P

(u,w):E+2p doncu et w sont orthogonaux.
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Egalités remarquables :
o Angles égaux : (u,v):(- u- v)
/
-u
/ u
-V

o0 Angles opposés :(u,v) =- (v, u)

/

u

o Angles supplémentaires ( u,v): (u, v)+ p et (u,- V)= (u, v)+ P

\) \Y
-u u,v) P /
5 T

lll. Cosinus et sinus d’'un angle orienté

1. Définition important

Remarque préliminaire Nous travaillerons dans une base orthonorméetdi(eq) , c'est-a-

. .\ _p - . \_ P
dire que(l, ] ) =5 (dans une base indirecte, onﬁlaJ ) =- E)
Soit un angle de vecteursMtle point du cercle trigopnométrique tel q(@A OM) =q
Par définition, on a :

cosg = abscisse dd
sing = ordonnée dM
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<

Wi--mmmmmeo

Remarquons également dDbl =icosg + j sing

Remarquons qu’on retrouve les définitions du setudu cosinus dans le triangle rectangle :

_ cOté adjacent

co : = coté adjacel car OM =1.
hypothénuse
:Me: c6té oppos car OM =1.
hypothénuse
Remarque :
Si g est une mesure (en radians) d’un angle de vecteuv%;, ona:qg=g+k.2p aveckl
Donc :
cosx= cosk+k .2 aveckl
sinx=sin(x+ k. aveckl
2. Formules essentielles important
cos X+ sirf x=
- 1£ cosxE !
-1f£ sinxE 1
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3. Signes et valeurs particulieres de coset sinx

P
2

P 0
En rouge : valeurs de
X 0 P P P P »
6 4 3 2
COSX 1 ﬁ Q 1 0 -1
2 2 2
sinx 0 1 Q é 1 0
2 2 2
Tableau de signe :
P Y
X - - 0 =
p > > p
COSX -1 - 0 + 1 + 0 - -1
sinx 0 - -1 - 0 + 1 + 0
__________________________________________ 1
P P
P 2 2 p
0 .
sinx
COSX
_________________________________________ __1______________________________________
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I\VV. Calculs trigonométriques

1. Angles associés

COSE X F cox
COSP - XF - COX
COS(p +X)=- COX

cos % X = sinx

sin(- X)=- sinx
sin(p - xX)= sinx
sin(p + x) = - sinx

sin % X = COSX

Exemples d'utilisation :

Calculons des valeurs particuliéres dexessinx a partir de valeurs connues (cf. I11.3.) :

cos%= cos,o-£ =- C
4 4

sin5—p=sin p - P sirﬂz
6 6 6

2. Formules d’addition

2
4 2
1

2

J3

cos@+b)= cosa.cob- sima .sib
cos@- bF cosa.cog+ sima .sib

sin(@a+b)=sina.codb+ cosw .sil
sin(@- b)= sina.coy cox .sift
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Remarque : on peut retrouver toutes les formuleartr de la 2"formule (la plus simple) :
cos@- bF cosa.cob+ sima .sib

Retrouvons cos@+b) :

cos@+b)=cosa- {by cosa .ces(r ) sia .sinp
cos@+b)= cosa .cob+ sim -( sib

cos@+b)= cosa.cob- sima .sib

Retrouvons sin(a+b) :
sin(a+b):cos%- @ b)= cos % a- b
sin(a+b):cos%- a codr sin’% a sift

sin(@+b)=sina.codb- cos .sift

Retrouvons sin(a- b) :

sin(@@- b)= sin(a+ ¢ b)¥ sina.cos(l) sin(b).cos
sin(@- b)= sina.cod sirb .cos

Exemples d'utilisation :

Trouver les valeurs exactes d(—::slﬂ2 et sinlﬂz.

Solution :

Essayons de décomposcee:rslﬁ2 et sinl% en valeurs que nous connaissons

On sait que?- =
12

Donccosﬁzcosﬁ-ﬁ = cog .cdg+ sﬁq #1
1 3 4 3 4 3 4

P
3

blh

2
Cosﬂzl £ £ £2 :—\/_2+\/_3\/_2
12 2 2 2 4
cosl2. = Y2+ /6
12 4
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3
s|npzﬁﬁ__l_2:\/_6_\/_2
12 2 2 22 4

3. Formules de duplication

] sinZa= 2.sim .cos

Pour retrouver la formule :
sin2a = sin@+ a)= sina.cofa+ co8 .SiE

cosZa= cosé- sind

Pour retrouver la formule :
cosA= cos§+a F cosa .Co8 sSia .Sexr co82  Si

cosAa=1 2sina
cosAa= 2cosé-

carsinZa+ cosa=

4. Formules de linéarisation

) 1- cosa
sinla=————

+
coshzl cosa

Pour retrouver les formules :

1- cosa

2
cosa+ ]

cosAa=1 2sind donc2sin@a=1 cosa donc sinZa=

cosA= 2cosd- donc2cosa= cosd+ donccosa=
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Utilisation de ces formules :

Calculer la valeur exacte d:ae)slﬂ2 et sinlﬂ2 en utilisant les formules de linéarisation.

Solution :

D’apreés les formules de linéarisation, on sait que

1+cos 21% 1+ cos? 1+§ 2443 243
cog”? =22 donccogf = 6-_ 2 - 2 -
12 2 12 2 2 2 4
De plus, on sait QL@B<1£2 <£2 donc coslﬂ2 > (. On peut « passer sous la racine » I'égalité
précédente :
COSZE = 2+—\/§ donccosﬂ :—"2-'-\/§
\ 12 V 4 12 2

Calculons maintenarﬁinl% :

D’apreés les formules de linéarisation, on sait que

1-COS%2 1-co? 1. Y3 2-V3
= 6:

Sinzﬁ = 2 -2 :2- \/é
12 2 2 2 2 4
De méme, on sait QI.(D8<1£2 <£2 doncsinlﬂ2 > 0. On peut « passer sous la racine » I'égalité
précédente :
sinf =2 V3
12 2

Autre exemple d'utilisation des formules de linéaaition :
Factoriser les expressions suivantes :

A(X) =1+ cos X+ COX
B(X) =1- cos2¢ sinx

C(X) =1+ cosx+ cos)z(—

D(x) =1+ cosx+ sinx
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Solutions :
D’aprés les formules de linéarisatio(x) = 2cos &+ cosx
Donc A(X) =cosx(2cosx+ 1

D’aprés les formules de linéarisatioB(x) = 2sir? 2x+ sinx
Donc B(x) =sin x(2sinx+ 1)

+ +
C(X) =1+cosx+ COS)Z(—: 2c(fsg+ ce)zé car cosi}(:_l C;)SZ( donc cos’%:l CZOSX

C(x):cos5 1+ 2c08
2 2

D(X) =1+ cosx + sinx = 2co?s§ + six

X

Or sinx = sin 22 = 2.si

I'\J?X

X
.COS
2

Donc D(x):200§§+ 2.sin .cod = 2cos cast s
2 2 2 2 2 2

V. Equations trigonomeétriques

1. Equation du type cosA(x) = cosB(x)

Théoréme
CosA (x)= cosB k signifie que B(X)= AX+2kp
ou B(X)=- AX+ 2k
aveck
j ( a+2ko cos@+ Xp )= cos{a+
0 ! !
_ai
/- a+ 2kp
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Exemples d'utilisation du théoréme

Résoudre dan]; p;p] les équations suivantes :

(1) cosx=C
1
2) cosx=- =
(2) 5
(3) cosx =1
(4) cosXk=1
Solutions :
(1) cosx=C

Cette équation équivaut@sx = co%.

Donc la solution est(:% +2kp ou x=- %+ 2kp aveckl

Si on prendk =0 pour se placer darlg; - p|, on obtientx:% ou x=- %

Donc S= -E;B
2 2

1
2) cosx=- =
2) 5

. L N 2
Cette équation équivaut@sx = cos?’o :

2p 2p

Donc la solution est(:? +2kp ou x=- ?+ 2kp aveckl

2p 2p

Sion prendk =0 pour se placer dariw; -p] , On obtientx =? ou X=-

Donc S= -2—’0;£
3 3

(3) cosx =1

Cette équation équivaut@sx = cos(.

Donc la solution esex = 2kp aveckl

Donc x=kp

Pourk=0,onax=0 etpour k=1,onax=p
Donc S={0;p}
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(4) cosX=1

Cette équation équivaut@s X = cos|.

Donc la solution esBx = 2kp aveckl
Soit x= 2%
3

Pourk=-1, on ax:-%.
Pourk =0, 0onax=0.

Pourk =1, on axz%o.

Donc S= - Q;O;Q
3 3

2. Equation du type sinA(x) = sin B(x)

Théoréme
sinA(x)=sinB(x) signifie que B(X)= AX+2kp
ou  B(X)=p- AR+ 2lp
aveck|
p-at 2k'0 _____________________ a+2kp
] |p-a
V] a
o [

Exemples d'utilisation du théoréme

Résoudre dan]; p;p] les équations suivantes :

(1) sinx=0
(2) sin2x=1

) 1
3) sinXx==
(3) 5
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Solutions :

(1) sinx=0 équivaut ainx=sinC

Donc, d’apres le théoreme précédent;0+2kp ou x=p - 0+ 2kp

On obtienx=2kp ou x=p +2kp =(2k+1)p

Sik=0,0onax=0 ou x=p
Sik=1,onax=2p ou x=3p
Sik=2,0onax=4p ou x=5p

La solution de I'équation est donc= kp , et dang]- p; p] on aS={0;p}

(2) sin 2x = 1 équivaut asin 2x = sin’%

On obtient2x=%+2kp ou 2x=p - %+ 2kp = £2+ 2kp
Donc x:%+kp

Dans|-p;p] onaS= - =

3o.p
44

(3) Sin3x=% équivaut asin 3x = sin’%
On obtient3x=%+2kp ou 3x=p- %J, kp= %7+ 2kp

.. p 2 50 2
Soit x=—+— ou X=—"—+—
18 3kp 18 3kp

Sik=0,0n ax=1£ ou x=5—’0

Sik=1,onax=—" ou x=—X

Sik:-l,onax:-ﬁ ou X:_7_,0

18 18

Dans|-p;p| onaS= - ——,- —,—,—/—;——,
]pp] 18 18 18 18 18 18
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VI. Variations et représentations graphiques des factions sinus et
cosinus

1. Fonction sinus
On posef (x) =sinx
L’ensemble de définition deestD, =

Propriétés particuliéres de la fonction :

On sait quesin(- x)=- sinx donc f(- x)=- f(X)
La fonction sinus esinpaire, sa courbe est donc symeétrique par rapport aylioei

On sait également quen(x) = sin(x+ 2 )
La fonction sinus egiériodique, de période2p .

Il est donc suffisant d’étudier la fonction s{l!Dr,p] pour avoir toute la courbe. Il faudra
ensuite effectuer une symétrie par rapport a linggt des translations de vecteukp2.

Dérivée de la fonction :

Si f(x) =sinx, alors f €x) = cosx

Tableau de variation :

P
X 0 =
5 1Y
f €X) = cosx + 0 _
1
f (X) =sinx / ! \
0 | 0
ST pEHede ZZp TS >

Représentation graphigue de la fonctibfx) = sin x
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2. Fonction cosinus
On posef (x) = cosx
L’ensemble de définition deestD, =

Propriétés particulieres de la fonction :
On sait quecost x F cox donc f(- x)= f(X)

La fonction cosinus egtaire, sa courbe est donc symétrique par rapport a tase
ordonnées.

On sait également quaps(x )= cosk+ 2
La fonction cosinus egtériodique, de période2p .

Il est donc suffisant d’étudier la fonction s{l!Dr,p] pour avoir toute la courbe. Il faudra
ensuite effectuer une symétrie par rapport a lde®ordonnées et des translations de vecteurs
2kpi .

Dérivée de la fonction :

Si f(x) =cosx, alors f €x) =- sinx

Tableau de variation :

p

X 0 =
5 p
f&x) =-sinx r
1 |
f (X) = cosx
0]
: -1
""" période =2p T
Représentation graphiqgue de la fonctibfx) = cosx
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